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A method for the curve fitting by.splines wi七hfree knots i8 presented in 
this paper. S七ar七ingwith the fitting with two knots， the number of knots is 
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increased one by one in optimizing the piecewise 1inear fitting. When the succe-
ssive increases of the reduced X-squares are detected. 七hepositions of the knots 
are varied to get a bet七erfi tting. 
The method empユoysthe first and second derivatives 01 the object function 
with respect七otheユocationof the knots. 
Numericaユcaユcu1ationsby七hismethod show promisipg resu1ts for some examp-
1e8. 
1 緒言
離散点で観測値が与えられたとき，それらを最小自乗近似するための近似関数として従来，多項
式，三角多項式などが使われてきていたO データの意味する元の関数が穏やかな関数であるときや，
信号の変化に比較してノイズが非常に大きく元の関数の大雑把な形状を知ることが目的であるときなどに
は，近似関数として多項式を使用しでも十分な結果が得られる O しかし観測値のノイズが比較的小
さく，元の関数が局部的に急変するような関数であるときは，多項式では満足すべき結果を得られ
ないことが多い。
最近，この種の目的にスプライン関数が注目されてきており多くの検討がなされているo(1)，(2)，(3)
スプライン関数は比較的柔軟な関数であるから，関数の形が複雑な形状の場合にもよく追従する。
この際，より少ないパラメータで良好な近似を得るためにはスプライン関数の節点の位置が重要で
ある。節点の位置が適切でないと近似関数に好ましくない脈動が現われることがある。
吉本他(1)は観測値から各観測点における 2次徴係数を推定し，それを折線近似してその継ぎ目を
節点として区分的 3次関数を使って近似する手法を提案している。しかしこの手法を適用しうるの
は元の関数が比較的穏やかな関数の場合に限られるo de Boor，Rice (3)は目的関数(残差自乗和〉
値のみを使う最適化の手法により 3次スプラインの節点をきめる手法を提案している。しかしこの
手法を使って好ましい近似を得るには大量の計算が必要である。
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国本報告では，目的関数値およびその節点に関する 1次 2次導関数を使う最適化の手法を示し，
一つの計算例を示す。問題は非線型の多変数関数の最少化であるが目的関数に関する多くの情報を
使うことにより，より少ない反復回数で良好な近似を得ることができる。
2 固定節点のスプラインによる曲線のあてはめ
本節では節点を固定したスプラインによる曲線のあてはめについて簡単に述べるo
離散点 a孟玉r孟b: 1孟r孟Nにおいて観測値7r. 重み苛rが与えられたとき，
a=xoく Xlく・・・・…・く xn=b
を節点とする k- 1次の多項式スプライン
針。=三二
j=-k+1 
CjNj(X) 
により曲線のあてはめを行うo ここで Nj(x)は正規化された B-spline但)で
Nj(x)=(tj+~tj) gk(七j.勺+1.…・….tj+koXJ 
むい;x)=(トx)~-l = J (トX)k-1 : t孟x
l 0 : tく X
I Xo : -k + 1三五d三五-1
勺=i Xj : 0三五J三五n
l Xn : n + 1三五J主主1+k-1
(1) 
(2) 
(3) 
であるO すなわち Njωは gk(七;X)=(七-xr-1の七=tj. t j+1……~勺+kにおける k次差商の
定数倍であるo N j(x)には次の性質がある。
D==d/dxとして
|各部分開区間(山 1):吟1-rDkN j(x) = 0 
Nj(X)εCk-2 ( a. b ) 
(4) 
-k十1孟 J三五n-1
すなわち Nj(X)は区分的 kー 1次式で，全区間では kー 2次導関数まで連続な関数であるO
叉，次の局所性を有する。すなわち，玄ε(Xj. Xj+ 1 )に対して
[=0 :-k+1三五J三五i-k
Nj(X) 1> 0 
L= 0 
である。
i-k+1孟 J三五i
i+1三五J三五nー 1
xεr Xi.Xi+1)が与えられたとき次の手順により，
る (4)
O 
(5) 
円以):i-k+I三五J三五i を得ることができ
式(3)で与えられる Nj(X)をNj. k(x)と書くと，次の漸化式が成立する。すなわち，
Nr • s(玄)=~-tr-=- Nr • s-1 (x)+ 下r+s-，X Nr+ I・tr+s-!-tr -. - • -- tr+s一七r+1 ' .. 8-1 (玄) (6) 
である。
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Nr.l (x)= (tr +l-t r )gl(tr • tr+l;玄〕
であるが，
gt(t;x)= (七i-x)~= 
をクロネ，カデルタとして，
Nr.l(X)=δr，i 
である。これを使って漸化式(6)を s= 2， 3，… k r=i-s+I. i-s+2.…・.iに対して適
用すると，表ー 1に列挙したすべての量を算出することができる。ここで表-1に現われない量は
(η 
であることを使うと δr，i
すべて零であるo
Ni-2，3 ・..-.-_._--.--_.-一一-Ni-k+l.k Ni-l.2 Ni， l 
?????
?
?????
?
• ?
? ?，??
?
Ni-l，3 Ni，2 
表-1 
さて，式(却を使って近似するときの観測値に対する残差自乗和
(8) 
N 
a~ = J ( C ; X ) =乞苛r{7r"ー 叩I 2 
で偏徴分して Oとおくと，正規方程式
n-l N N 
2二 Cj芝ゴ否rNi(Xr)Nj(Xr)=芝二否r7rNi(王r)
j=-k+l r=l 
Ci :-k十1三五i三五n-lを，
(9) 
を得ることができる。この方程式の係数行列は，式(5)から一般に 2kー 1・重対角である。文，正規
方程式の性質から対称正値であるO この方程式を解いて得られた解 Cj:-k十1孟J孟n-l を式(2)
に代入すれば Xo.Xt. ----、 Xnを節点とするスプライン近似式を得ることができる。
-k+l主計三玉n-l
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よりよい近似が得られるように節点を修正する手順を述べ
るO
式(1)， (2). (3)において Cj:-k+l孟3孟n-l のみでなく， Xi: 1孟i孟n-lも変数であるとき
式(2)を自由節点のスプラインと呼ぶo夜近似関数が比較的穏やかな関数であれば適当なアルゴリズ
ムにより.あらかじめ節点をきめて 2節で示した手法を適用すれば良好な近似関数を得ることが
できる O しかし被近似関数が局所的に急激な変化をするときは，何らかの手段により節点を修正す
る必要がある。節点引は式(2)の非線型パラメータであるからこれは非縁型の最適化問題であり何
らかの反復計算を必要とする。ここでは簡単のためにそれぞれの節点を独立に動かすことにして次
の反復式により節点Xa:1孟α孟n-lを修正する O
本節では 2節で示した手法を拡張し，
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0+1)__ (s) ，...<T/~_ (t )'/I~ 2T d~_ (.6) Xα=xα-(o:r/iθxα 〆IfJ2J/{OXα) 2 I 
すなわち s回目の反復において式(9)から. c= ( c-k+l. 
計算して式帥から新たな節点の位置をきめる O
ここで oJ/iθぬなどの算出方法を述べる。式(8)から
長t百r{lr-s(xr 
であるO
警!l=主
主ー -k+l
C4242 
fJXα 
。
C-k+2.一 Cn-l)Tを得， o;r/ox，α などを
であるから δJ'/'θhを算出するには δNj(む )/δhを計算すればよい。式(6)を玄α で偏徴分すると，
Nm(X)=JZLJr;-1(X)+tr:FZf1Nri718-1ω 
〔α)" ~ "~(α ， (α 〕+-=t~-" C tr+s-l-t r) ー (x-tr)(t~~-I-t~)Nr ， s-1(x〉
(tr+s-1一七r)2
〔α)" "~(α) ，(α〕、t~~~( tr+s-tr+l)一(七r+s-X)(七r+s一七 ) ~ Nr+l・8ー 1(x) 
( tr+s一七r+1)2 
〔α)，， ~(α〕となる。ここで N~7~(x)= fJNr， S(X)/'θぬ trθtr/fJXaである。
(l~ 
式(3)から otr/'θxα=dr，a: .式(ηから， θNr.1(x)/.θxα=0 である。このことを使って式(6)を併
用し，式ωから N~刊に関して表- 1と同じような表を作ることができて玉rε(Xi，Xi+l) に対し
て θNj(Xr)/oXa:i-k十1豆J孟iを得ることができる。
。2J/，θxα位。についても同じようにして計算できるO
4 数 値 例
本節では 2. 3節で述べた手法を一つの例に適用してみた数値例を示すO
図-1に示すような 20叫固のデータ(図では 170個のみを示している。残り 30個はほとんど 0
である〉を与えて曲線のあてはめを試みた。
まづ固定節点のスプラインによる曲線のあてはめを節点を一つづっ追加しながら実行した (n=
2から開始〉。節点の追加手順は次のようにしたO すなわち区間 (Xi，Xi+1)に含まれる h 個の
データを一次式で最小自乗近似し，その残差自乗和 di2から Si2=di2/(Ni-2)を算出し Si2: 0孟i
:;:n-1 を最大にする iをとって X=(Xi+町 +1)/2を新たに追加する節点とする。このように節点
を追加しながら式(9)からむを得，式(8)からむ2を得てO'n2=δnY(Nー(叶k-I))を計算し. O'nz 
が続けて 2回増加したら節点の修正に移る。このデータでは n=24のときO'n2が2回続けて増大
した。
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nの変化に対する dn2の変化を図 2に示す。叉 n= 1 O. 
節点の位置を図 3に示すo
次に各区間 CXi，Xi+l) における残差自乗和の平均が最大となる区間の中央を新たな節点として
節点を追加しながら式帥により節点の位置を修正する。このときの反復回数の上限は 20固とし.
dnl が 3桁落着いたら終了することにした。
3 0のときの残差7r-s(xr)および節点の位置を図 3に示す。図 3で n=2 4の場合
とn=25の場合を比較すると節点を修正することにより近似のよさを大巾に改善しうることがわ
1.0 0.5 
データ図 1
o 
n = 2 5. 
O 
かる。
冨
以上の手法を 10例程のデータに適用してみたが 1例を除いてほぼ満足しうる結果が得られたo
データから推定される関数が連続関数ならこの手法によりほぼ満足しうる結果が得られると思われ
しかし初期節点のとり方には尚，検討の余地があり式ωの適用の仕方にも検討の余地がある。
結5 
る。
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